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6.2.5 A reduced Gröbner basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

7 Hilbert’s Seventeenth Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
7.1 The sums of squares: introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

7.1.1 Several examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
7.1.2 Artin-Cassels-Pfister theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
7.1.3 The inequality between the arithmetic and geometric

means . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
7.1.4 Hilbert’s theorem on non-negative polynomials p4(x, y) . 253

7.2 Artin’s theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
7.2.1 Real fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
7.2.2 Sylvester’s theorem for real closed fields . . . . . . . . . . . . . . 263



Contents XIII

7.2.3 Hilbert’s seventeenth problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
7.3 Pfister’s theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

7.3.1 The multiplicative quadratic forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
7.3.2 Ci-fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273
7.3.3 Pfister’s theorem on the sums of squares of rational

functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274

8 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
8.1 The Lenstra-Lenstra-Lovász algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

8.1.1 The general description of the algorithm . . . . . . . . . . . . . 279
8.1.2 A reduced basis of the lattice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
8.1.3 The lattices and factorization of polynomials . . . . . . . . . . 283

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297




