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7.7 Delaunay and Poincaré Elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

7.7.1 Planar Delaunay Elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
7.7.2 Planar Poincaré Elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
7.7.3 Spatial Delaunay Elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

7.8 Pulsating Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
7.8.1 Elliptic Problem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

8. Geometric Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
8.1 Introduction to Dynamical Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
8.2 Discrete Dynamical Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

8.2.1 Diffeomorphisms and Symplectomorphisms . . . . . . . . . . 179
8.2.2 The Henon Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
8.2.3 The Time τ Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
8.2.4 The Period Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
8.2.5 The Convex Billiards Table . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
8.2.6 A Linear Crystal Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

8.3 The Flow Box Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
8.4 Noether’s Theorem and Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

8.4.1 Symmetries Imply Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
8.4.2 Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

8.5 Periodic Solutions and Cross-Sections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
8.5.1 Equilibrium Points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
8.5.2 Periodic Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
8.5.3 A Simple Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
8.5.4 Systems with Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

8.6 The Stable Manifold Theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
8.7 Hyperbolic Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

8.7.1 Shift Automorphism and Subshifts of Finite Type . . . . 208
8.7.2 Hyperbolic Structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
8.7.3 Examples of Hyperbolic Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
8.7.4 The Shadowing Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
8.7.5 The Conley–Smale Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

9. Continuation of Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
9.1 Continuation Periodic Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
9.2 Lyapunov Center Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

9.2.1 Applications to the Euler and Lagrange points . . . . . . . 220
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