Laurent Schwartz

Analyse |

THEORIE DES ENSEMBLES ET TOPOLOGIE

-
aver la collaboration de K. Zizi

)
HERMANN 'E‘g’b EDITEURS DES SCIENCES ET DE5 ARTS



TABLE

Crapite | THEQRIE DES ENSEMBLES
LI Quelpues fidments de bogigue classigns

i R D L S

Ladisjonetion . . . . . . . - . -« - o,
Lacomjonctlon . . . &« . . & « v o o4 & oe S
LYimplication ot I'tquivalence matéroelle= . . . . . . . . . .
Liimplication st Péquivalencs formlle , o o v v o v 0 yon v s
Tautodogio . « o + ¢ 00 5 20 b s # s s ® b b
Un sxvmiple do démomstrateon formell: . . . o 0 0 0 0 4 0 e
Les quantifieateurs . . .« & « ¢ 0 4 0w o0 ow s I I

18 Thdorte des enaembles o Lea cing premasers azromes,

Llamboms d'oxtomsionnlitds . . . . . . . 0 0 . e e
L'axiome do séloction ou de comprébension . . . . 0 0 0 . .
Loxiomodolapaitos « & . o o o o v 0 0 0 o s Pal WAt 8
L'asiormn de bn sfomdon. . . 0 0 0 0 0w 0 0w 0w oa s AL
Liaxiome de Pensomble des parties . . 0 . . e T
Ensemble produit de deax eénsembles . . . . . . . o . ¥ »
Lesrelstiops bhinafres . . . . . . . ¢ 0 o0r e e e s ek

Liaxiome de foodeanent . . . . . . N . D e o

BEXEE



§9. Apphications - Famille - Produs! d'wse famile dsnsembies -
L'aziorme du Choar

Applications . . . . .. o ... FORRTIN R WRRES
hhd:mmith.sin{mm B am @ R R A mew E R E
Applications injectives - surjectives - bijectives . . . . . . .
Image directe et Image réciproque . . . . . . . . . . -
Ensemble d"applieations . . . . . . . . . 0 L0 04 .
Composition des applications S S e P R e

l:'h..n.gmmtl de variablos ot chnnp:mm:lt. dllrlprtl‘th.h.l .
Famille d'ensembles : Réunion, Intersection, produit . . .

L'mdomedochoix . . 2« ¢ « = + 5 & ¢ = = = = = & = ¢

Ensemble somme . . . . . . . o L . . o o .

!.{ Les entiers nalarels & Larome de J'Jnﬁll.

L'axiome de Pinfind &t e théoréme de rfiourrenes . ., .

Ielation d’ordre dans Pensemble des entiors naturels . © . .

Los mxdomos oo Peano . . . - = & & & & & & BT 8

Constructhon d’applications définies dans N par réourroncs
Définition des diffdrentes opérations sur les entiers naturels

Ensoenbles finis . . . . . . . . . 2. . R

§5. Ensembles quotients

Classes d"déquivalenes . . . . . . .

Papthloms’ . & o v w o W v & a5 0w s

Ensemble quotient . . . . . . . .

Quoticnt d'un groupe par un sous-grompe

Le groupe symdtcigue d'uo ensemble . . . . L 0 L
Signature d'une permutation . . L L L . . L 0 . .
Indice d'un sous-groupe, sous-groape mormal . . o . .

Quotient d'un espace vectoriel par un sons-espace wactoriel
Décompasition canonique d"une application lindaire . . .

41

g

47
40
49
50

882

57
58
64

L]
6%
T1
T2

T3
T
kd )



iﬁ. Fusembles ordonnee.

Ensembles prdonnés, exemples
Partics majorées, mnjorants, maxioum, borne supiricare . . . 83
rﬂm"m‘mmtﬂ’1+-|.-+.|..1.-|-.+-..i..|. L 1]

Inforvallos, sectionE & & & 4 & 46 h e e s s b E @ e @ w8 s B
Droftewtbevdo T & = oo cown e s e i b L
Ensemble péticulé - Espaee vectoricl ordonnd . . . . . o . . &7
Elément maximal (resp. minimal) . . o . o2 0 0 - 0w - e o
Lo Jomme de Borm  + 4 o a soaa eita a0 el e e ee 6 e i
Lo théoréme de Hahn-Banseh . . . & & & ¢ & & & 5 5 & = = pLE]

Equivalence de 'axiome du choix ot du eome de Torm . . . 95

§7. Eusembles infinis - Opérations sur led ensembBles snfinis

Ensemble plus puissant qu'un autrs ensamble . . . . . 0 . . a9
Ensembles équipotents . . . . . . .0 - 00w e e s e s a9
Opdrations sur les pombres enrdloonx . . . . . . . . . 0 . . 102
Ensamblos dénombrables . . . . . . B e e e e e 104
Pulsianeo do conting  « + 4+ & + % & + 5 5 & & 4 & & « s o« 100

E&. Les nomibres ordinaur of cordinass.

Loz emsombles biom ordonnds . . . . 0 0 . 0 0 0 0 e w0 oa 113
Les nombres ordinan e e T e T | -, 119
Llaxioome de substilution . . . . . . . . P S B 123

Las aleph ob Phypothise do copion . . . . . . . . . . . . . 1248
CHaprree 1L TOPOLOGIE
§1 Espaces mifingues

Espaces métriques - Exemples Sémentaiess . . . . . . . . . 131
Sphiwes , boubes . . . . L . L . L b e e e e e e e s 132
Espaces veclordels normds . . . . . 4 0 0 . 4w e e o= s 133



§2 Espaces Topelogiques.

Parlies ouvertas . . . . « = 2 = & & = = & = = = = & 3 + o« 137
Haze d"una t.rm-nhgin - Syctime de gdimh:tmlrl ...... . . 139
Topologies sur un ensemble ordonnd . . 0 . 0 . . . L . . 138
Topologhe de la drofte achovide ® . . . . . . . . . . . .. . 142
Partivs fermdes P T e T IR TR 143
Volslnages . + & < o = ¢ 5 4 4 = v 4 8 4 & = % 5 v ow s s e 145
Intérieur PR R R R BB R R g R R s 147
Extirianr - Fronbime . .« « + + + 2 ¢ 5 5 v + 2 o 4 4 = + « 1B
Adhlrmnrgr: & oo ETA RN e o A a e e neae - DR

Support  'wne application & valeors dang an espace vectorel . . 150

Fics i i 's Wiy wikpmenbila: . 5000 Toih B 151
Sous-espace topologique - Mdtrique nduite . . . ., . . . . 152
Matriquas sur un produit d'un pombro fini d'espaces matrkques 154
Topolagie sur mn produil queleongoe dPespaces toplogigues . . 150
Produit d'espacos voctoricls normés . . . 0 0 . 0 0 . . . . 158
MNorme sur un espace vectorked gqootient . . . . . . . L . . . 139

id’. Fonchions conlinues ef semi-condimues - Humg'amnrpluﬂmr_l.

Frmetions comtimwees « Exemples - Critires de continaité . . . . 161
Comparaison de topologies P s s s 5 B b b o4 s s & s o= ow s 163
Fometions comntinwes b valears dans un espace produit . 0 . . . 165
Continuitd ob contimaiie parbiells dune Faoction do plesiou s

wachables . . o 0 v e sl e e s e e s e e e e s 166
Groupos annln-'iql.u::- ospaces woctorinels 1n|'m|u;'u'|_nn: FRRPRRERR S [ )
Fuonections semi=continues inférieuremsent - . . . . < - . . <« . 108

Ogeillation d"une fonction - Fonetion supdeienre . . 0 . . . . 171
Homdomorphisimes . . . & o &« « & & & & 4 4 & =+ = a « 173



§4. Espaces métriques £ espaces fopalogiques

Métriques et normes dguivalentes . . . L . . . . . . .
Espaces métrisables . . . . . . . s waE A e
Espaces métrisnbles séparables . . . . . . . . .

§5. Espacer compacis= Propriciés édémeniarmes.

Proprifté de Heine - Borel - Lebesguo Woa TR

Gnllctérllgl'm d"u.q eapnce nmpugt par rapport b un systime
générateur S T o - (R e wT A
Le théorine de Tycllunul'r = A A NS
Equivalence des normes dons un espace vectoriel

de dimenslon fimke . . . . . . oA W

§6. Coneergences - Limiles < Swiles el Filires

Fxemples divers de convergences et de limites

Filtro - Base de Hltre - Ultrafilire RN N R T~

Poing lmmibe d'an flire - Limite d'une fonetion soivant an Blire |

Limite et continuitd dans oz ospaces médrisablos

Point d'sccomulatbon d'une saite - d o tikve . . L L
Le théorime de Weserstruss-Bolenno © 0 . 0 0 o . &
Suite et e convergent dans un produeit . . . . . L

Limito supdricure ot limite infvicure d'one suite péelln

§7 F'mpl-pdf{a ded fomclions conliiues snr o capace compach

Ienage d'un compaet o wse application continoe e T
Distance d'un point & oo fermd (resp. ontre doux formés] . . .
Le théoréme de DFAlembere . . . . . . . . . & 55 & & W &
D-I!ﬂ'l“"lpﬂ'lﬂ!nl‘. A'un nombee efsl |I'.I. I] o hnsar b e e e e a
L'emsemblo trindiqua de Cantor . . . . . . ., §R L& B E
Continnitd wniforme - Condition de Holdor, de Lipschite . . .

175
L76
1640

197

201
202
204
205
209
210

211
214
215
217
32
225



§8. Espaces localement compacls

Syetdme fondamental de voisinage d'un point (resp. compact)

Le thiortme d'Urysohn . . . . . . . . . . FREEER < 3E - ot
Partition de Punitd . . . . . . . . . o . . C e e e e s
Le compactifié d"AlexandrodT . . . . . . . . . - . . .
Application continue propra . . . . . o . . LT W

Un théoréme de densité . . . . . . . . . . . . . . ..

§8. Espaces conneres - Espaces comneres par arcs - Espaces
focalernend conneses.

Fapaces CONNENES . . . . & = = = = = = = = = = = 2 & &
Espaces connexes PAT BPCE . . . . . . + + & + = = 2 = =
Eumpu:lnln: CON TSNS R R o F LY e Rty L FL
Espacos loealoment connaxes . . . . . . . o o .
Critires de mom homdomarpltss .« o 2 2 20 0 0 v
Existence vt conliouitd de la fonction réciprogus

d'une fonction sirictement monotone coptinee . . . o . .
Métriques définissant Ia topologie de ® . . . . . . . o .

§18. Espaces meirigues compleis,

Suites de Cauchy ot espace métrique . . . o o« « o &
Partics fermées et partics complites . . . . o & . . .
Fspaces précompacts . . . . « « « « o« & s 6
Produit d'espaces métriques complets . . . . . . . . . . .
Lethiorémada Baire . + « « = = & « = « ¢ = = + + & s »

Prolongement des applications uniformément conkinues .
La théordme du point fixe . . . . . . . . . ..
Espaces yectoriels topologiques de dimension finke

m
33
335
245
249
51

253
255
258
259
262

262
203

265
267
268

. 2TD



§11, Thiore dlimentasre des capaces pectoriels mormds of des evpaces
dr Banach.

Norme d'une application lindalre contiope . . . . . . . . . . 279
Noynu et Image d'une application lindaire continpe . . . . . 261
Espaces de Dansch et algibees de Daopach . . . . . . . . . . 285
Le théortme de Banach -Steinhawss . . . . . . . . . . . . . 28T
Applications bilindaires contimues. d'un produit d'espaces

voectoricls normdés dans un espace vectoriel normé . . . L L L 289
Applications noultilindaires continues . . . . . . . . . . . 04

§1% Sémen dany Ies espaces vecforiely normées.

Série convorgonte - Série normalemeont convergente . . . . . . 0T
Quotient d'un espace vectoriel normé eomplet - . . . - . . . 00
Changemont d'ordee des tormes d'ane gdeie . . . . o 0 . . . ol
Sommation par paquets d'une siris commutativement

convergembe . . L L L . . . . e e e e e P | ]
Effet, sur une sirie, d"ane application lindsire continee . . . . 008
Produit de deux serics pumdriqees. Bifet dane spplication

hilindaire continue sur doux edeies . . . . . . . . . . . . . 300
Applisation Bndaire inversible d'un d’lpli!l.‘ de Banach

ddams wm EbFeE . . . . o 4 e e b e s s s s ow e ok owow o W
Crittre due ﬂ.l'l.l-ﬂ:l'L'l'l:l:‘nl'.Ill‘:E B ey B e o E SRR . . 314

§14. Espaces fonctionnels | Convergence simple of wmiforme.

Distance de la convergence uniforms . . . L . L o . . « « 1+ S19
Convergencn simple ot uniforma . . . . . . . L . o L . . FI2
Lethéordmade Dini . . . . . . . . & 0 0 0 0 0 o v s . . 323
Aubres emplois de Vexpression @ convergence aniforme . . 0 . 327

Espaces faisant intarvenir & la fols b structure de F
cilmatructurede F . . . . . . . .. VAL wwa .+ 320

Conlinuité de la limite uniforme locale d'une saite
die fonelions continies T PR R W . . 330



Applications ; quelques contre-oxomplos . . . . . . . .

Le chomin de Paano . . . & & =« & & & & & & & & & o &

Intervorsion des passages i I imite . . . . . .

Séries de fonetions & valeurs dans un espace veetoriel normdé
La théorbme de Stone - Welerstrass . . . . . . .
Ensemble dquiconting - e théorkme d"Ascoli . . . . .
Topologie *-Mmible d'un espace vectorie] normé .

Les parties compactes de C.0E), £ localemsont compact . .

Espaces fonctionnels métrisables séparables

§14. Théore spectrale fiémentaire,

Espacos hilbartions . .« . . . o 0 0 0 0 0 0w 0

Lo théoréme de pragection . . . . . . . . . ..

Le théorbme de Riesz . . .

Adjoint dun opéralewr . . . . . . . . .
Spectre (resp,. Résolvante] d"an élément d"one nl:&lm -
Rayon specieal . . . . . R ot £
Caracitrs dune alptbre . . . & ¢ & 0 . 0 0 0 v e s
Algbbre de Banach imvolutive . . . . . . . . .

Lo théorimne de Gelfand. Naimark Coe e e e e awa

Le théorime de Bochner-Raitkovy . . o o o o 0 & o o o

§15 Produtl mfine de nombres ou de fonchions réels ou complezes,

Produit infini convergent of eritbre de Canehy . . . . . .

Produit infini et siries de logarithmes . . . . . . . .
Froduit infini de fonetions rdelles on complexes bW

Applications h la fonetlon { de Riemann . . . . . . . . .

332
Rk

A36
340
3406

aal
353

A5b
a60
a6
365

aGT
ari
Tl
are
380

L]
A85
A8E
390



	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

